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Andlise Multivariada Aplicada as Ciéncias Agrarias

ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS

Carlos Alberto Alves Varella®

Introducéo

A andlise de componentes principais é uma técnica da estatistica multivariada que
consiste em transformar um conjunto de variaveis originais em outro conjunto de varidveis
de mesma dimensdo denominadas de componentes principais. Os componentes principais
apresentam propriedades importantes: cada componente principal € uma combinacéo linear
de todas as variaveis originais, sdo independentes entre si e estimados com o propdsito de
reter, em ordem de estimacdo, o maximo de informacdo, em termos da variacdo total
contida nos dados. A analise de componentes principais é associada a idéia de reducédo de
massa de dados, com menor perda possivel da informacdo. Procura-se redistribuir a
varia¢do observada nos eixos originais de forma a se obter um conjunto de eixos ortogonais
ndo correlacionados. Esta técnica pode ser utilizada para geracao de indices e agrupamento
de individuos. A andlise agrupa os individuos de acordo com sua variagdo, isto €, oS
individuos sdo agrupados segundo suas variancias, ou seja, segundo seu comportamento
dentro da populacéo, representado pela variagdo do conjunto de caracteristicas que define o
individuo, ou seja, a técnica agrupa os individuos de uma populagdo segundo a variacdo de
suas caracteristicas. Segundo REGAZZI (2000), apesar das técnicas de analise multivariada
terem sido desenvolvidas para resolver problemas especificos, principalmente de Biologia e
Psicologia, podem ser também utilizadas para resolver outros tipos de problemas em
diversas areas do conhecimento. A analise de componentes principais é a técnica mais
conhecida, contudo é importante ter uma visao conjunta de todas ou quase todas as técnicas

da estatistica multivariada para resolver a maioria dos problema préaticos.
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Matriz de dados X
Considere a situagdo em que observamos ‘p’ caracteristicas de ‘n’ individuos de uma
populagdo m. As caracteristicas observadas sdo representadas pelas variaveis Xi, Xz, Xs, ..., Xp.

A matriz de dados é de ordem ‘n x p’ ¢ normalmente denominada de matriz ‘X’.

X1 X X3 o le

Xo1 Xy Xyg o o0 sz

X = X31 Xz Xgg 0 Xgp
_an X Xn3 an_

A estrutura de interdependéncia entre as variaveis da matriz de dados é representada pela
matriz de covariancia ‘S’ ou pela matriz de correlagdo ‘R’. O entendimento dessa estrutura
através das variaveis Xi, Xp, X3, ..., Xp, pode ser na pratica uma coisa complicada. Assim, o
objetivo da analise de componentes principais é transformar essa estrutura complicada,
representada pelas variaveis Xi, Xy, Xs, ..., Xp, em uma outra estrutura representada pelas
variaveis Y1, Y, Ys, ..., Yp ndo correlacionadas e com variancias ordenadas, para que seja
possivel comparar os individuos usando apenas as variaveis Yjs que apresentam maior

variancia. A solucédo é dada a partir da matriz de covariancia S ou da matriz de correlacéo R.

Matriz de covariancia S
A partir da matriz X de dados de ordem ‘n x p’ podemos fazer uma estimativa da matriz

de covariancia X da populagdo m que representaremos por S. A matriz S é simétrica e de ordem

‘p X p"
Var(x,)  Cov(x,x,) Cov(x,x;) - Cov(x,X,) |
Cov(x,x,) Var(x,)  Cov(x,x;) - Cov(x,X,)
S=|Cov(x,x;) Cov(x,x,) Var(x;) - Cov(x;x,)
Cov(x,x,) Cov(x,x,) Cov(x,x,) - Var(x,)

Normalmente as caracteristicas sdo obervadas em unidades de medidas diferentes entre si,

e neste caso, segundo REGAZZI (2000) é conveniente padronizar as variaveis X; (i=1, 2, 3,



..., p). A padronizacdo pode ser feita com média zero e variancia 1, ou com variancia 1 e
média qualquer.
Padronizacdo com média zero e variancia 1

Xi—Xi . .
zj=———, i=12-n e j=L2--p
s(x;)

Padronizagdo com variancia 1e média qualquer
X _ .
z.=——, 1=12,---,n e j=12,---,p

em que, 71. e S(X;) sdo, respectivamente, a estimativa da média e o desvio padrdo da
caracteristica j:

e s(x;)=yVar(x;) , j=12--p

yVar(x;) :MT ou Var(x;) == — n

Apos a padronizacdo obtemos uma nova matriz de dados Z:

Z1y Ly L3 Zy,

Zyy Ly Iy Zyp

Z= L3 I3 Ig Z3,
_an Zn2 Zn3 an i

A matriz Z das variaveis padronizadas z; € igual a matriz de correlagéo da matriz de dados
X. Para determinar os componentes principais normalmente partimos da matriz de correlacao
R. E importante observar que o resultado encontrado para a analise a partir da matriz S pode
ser diferente do resultado encontrado a partir da matriz R. A recomendacdo é que a



padronizacdo s6 dever ser feita quando as unidades de medidas das caracteristicas observadas
nédo forem as mesmas.
Determinacédo dos componentes principais

Os componentes principais sdo determinados resolvendo-se a equacao caracteristica da

matriz S ou R, isto é:

detR-Al]=0 ou |R-All=0

_1 r(xlxz) r(XIXS) r(Xlxp) ]
r(XZXl) 1 I’(X2X3) r(XZXp)
R= r(X3X1) r(xsxz) 1 r(XSXp)
_r(xpxl) r(x,X,) r(x,x;) - 1 |

Se a matriz R for de posto completo igual a ‘p’, isto é, ndo apresentar nenhuma coluna

que seja combinacdo linear de outra, a equagédo |R—M|:O tera ‘p’ raizes chamadas de
autovalores ou raizes caracteristicas da matriz R. Na montagem da matriz de dados X é
importante observar que o valor de ‘n’ (individuos, tratamentos, genotipos, etc.) dever ser pelo
menos igual a ‘p+1’, isto €, se queremos montar um experimento para analisar o
comportamento de ‘p’ caracteristicas de individuos de uma populacdo é recomendado que o0
delineamento estatistico apresente pelo menos ‘p+1° tratamentos.

Sejam Aq, A2, A3, ., Apas raizes da equagdo caracteristica da matriz R ou S, entéo:

A >A, >hg o A

p*

Para cada autovalor A; existe um autovetor a; :



Os autovetores a; sdo normalizados, isto é, a soma dos quadrados dos coeficientes é igual

a 1, e ainda sdo ortogonais entre si. Devido a isso apresentam as seguintes propriedades:

a2=1 (-3 =1)

p
1 =
j=1

p
e Y a;-a,,=0 (é'i -3, =0 parai # k)
j=1
Sendo a, o autovetor correspondente ao autovalor }; , entdo o i-ésimo componente
principal é dado por:

Y =ap X, +3;,X, +- -+, X,
Os componentes principais apresentam as seguintes propriedades:
1) A variancia do componente principal Y; é igual ao valor do autovalor A;.

Var(Y,)=2,

2) O primeiro componente € 0 que apresenta maior variancia e assim por diante:
Var(Y,) > Var(Y,) >---> Var(Y,)

3) O total de variancia das variaveis originais é igual ao somatorio dos autovalores que € igual

ao total de variancia dos componentes principais:
> Var(X) =D 2 =D Var(Y)
4) Os componentes principais ndo séo correlacionados entre si:
Cov(Y,,Y,)=0

Contribuicéo de cada componente principal
A contribuicio C; de cada componenete principal Y; é expressa em porcentagem. E
calculada dividindo-se a variancia de Y; pela varancia total. Representa a proporcdo de

variancia total explicada pelo componenete principal Y:;.

C = Mloo = px—i~100 = tx—i(s)-loo
> Var(Y,) > faco
i=1 i=1



A importancia de um componente principal é avaliada por meio de sua contribuicdo, isto
é, pela proporcdo de variancia total explicada pelo componente. A soma dos primeiros k
autovalores representa a propor¢do de informacéo retida na reducdo de p para k dimensoes.
Com essa informacdo podemos decidir quantos componente vamos usar na andlise, isto é,
quantos componentes serdo utilizados para diferenciar os individuos. Nao existe um modelo
estatistico que ajude nesta decisdo. Segundo REGAZZI (2000) para aplicacdes em diversas
areas do conhecimento o nimero de componentes utilizados tem sido aquele que acumula

70% ou mais de proporcado da variancia total.

\A/ar(Yi)er\A/ar(Yk)-lOO > 70% onde k<p

Interpretacdo de cada componente
Esta analise é feita verificando-se o grau de influéncia que cada variavel X; tem sobre o
componente Y;. O grau de influéncia é dado pela corelagdo entre cada X e o componente Yi

que esta sendo interpretado. Por exemplo a correlagdo entre X; e Y é:

Corr(Xj’Yl): g vi =2 \/Var(Yl) x a;

\7ar(Xj) = 1/\A/arixj )

J

Para comparar a influéncia de X1, Xs, ..., Xp sobre Y; analisamos o peso ou loading de
cada variavel sobre o componente Y;. O peso de cada variavel sobre um determinado

componente é dado por:

a a a
Wo=—2  w,=—2 ... =——2 __ sendo w; 0 peso de Xi.

WVar(x,)  ° 1/\A/ariXp )

Se 0 objetivo da analise for a obtencdo de indices, pratica muito comum em Economia, a

analise termina aqui.



Se 0 objetivo da analise é comparar ou agrupar individuos, a analise continua e é

necessario calcular os escores para cada componente principal que sera utilizado na analise.

Escores dos componentes principais
Os escores sdo os valores dos componentes principais. Apos a reducdo de p para k

dimensdes, os k componentes principais serdo 0s novos individuos e toda analise é feita
utilizando-se os escores desses componentes. No Quadro 1 € exemplificado a organizacédo de

um conjunto de dados composto por n tratamentos, p variaveis e k componentes principais.

Quadro 1. Organizacdo de um conjunto de dados com n tratamentos, p variaveis e k componentes

Tratamentos Variaveis Escores dos componentes principais

(Individuos) X1 X2 Xp Y1 Y2 Yk
1 X11 X12 : X1p Y11 Y12 Y1k
2 X21 X22 : X2p Y21 Y22 Y2k
n Xnl Xn2 Xnp Ynl Yn2 Ynk

Assim temos que 0s escores do primeiro componente para 0s n tratamentos sao:

Trat  Primeiro conponente principal

1 Yy =a X +apX,+00+ alpxlp

2 Yo =8, Xy +a,X,, +-0+ alpx2p

N Ynl = a11Xn1 + a12xn2 +"’+a1pxnp

Exemplo de aplicacéo
No Quadro 2 estdo os valores originais observados (X; e X;) e padronizados (Z; e Z,) de

duas variaveis para cinco tratamentos (n=5).



Quadro 2. Valores originais e padronizados de duas variaveis para cinco tratamentos

Variaveis originais Variaveis padronizadas
Tratamentos

X1 X2 Z Z;

1 102 96 24,3827 6,9554

2 104 87 24,8608 6,3033

3 101 62 24,1436 4,4920

4 93 68 22,2313 4,9268

5 100 77 23,9046 5,5788
Variancia 17,50 190,50 1 1

Media 100,00 78,00 23,9046 5,6513

Os dados estdo padronizados para variancia 1:

X
2 2 X o 104

n_ 1 0,5456
105456 1

A equagdo caracteristica é: [R -2l =0

= 24,8608

A matriz de correlacao €:

1-X 0,5456
0,5456 1-A

M —2)+0,7023=0

Os autovalores da matriz de correlacéo R séo:
M =1,5456 ¢ X, = 0,4544

A soma de A3 e A, € igual ao traco da matriz R. O traco de uma matriz é a soma dos
elementos de sua diagonal principal.
traco(R) = 1+1=2

Obtencéo dos componentes principais
O autovetor normalizado para o primeiro componente principal é:

10



3 = a;| 1
l_{alj_ﬁ{

e 0 primeiro componente principal é:

1] [o,7071
1] 10,7070

Y, =0,7071Z, +0,7071Z,

Da mesma forma para o segundo componente principal temos:
5 _ an| 1]-1] |-07071
*la,| 2| 1] | 07070

Y, =-0,7071Z, +0,7071Z,

Quadro 3. Informacdes que podem ser obtidas com a analise de componentes principais

Componente Variancia Coeficiente de Correlacao Porcentagem Porcentagem
principal (Autoval  ponderagéo entre Zj eYi da varidncia acumulada
or) Z, Z, Z, Z total de variancia
dosY;
Y1 1,5456 0,7071  0,7071 0,879 0,879 77,28 77,28
Y2 0,4544 -0,7071 0,7071 -0,476 0,476 22,72 100,00

Quadro 4. Escores dos dois componentes principais para 0s cinco tratamentos obtidos a partir da

matriz de correlacdo R.

Escores dos componentes principais

Tratamentos
Y1 Y2
1 22,16 -12,32
2 22,04 -13,12
3 20,25 -13,90
4 19,20 -12,24
5 20,85 -12,96

11



Graéfico de dispersao

Sao utilizados para visualizar a dispersdo dos tratamentos em fungdo dos escores dos

componentes principais em espaco bi ou tridimensional. A dispersdo das médias de

tratamentos para este exemplo esta ilustrada na Figura 2.

Primeiro componente (Y1)

Figura 2. Dispersao dos tratamentos em fungéo dos escores dos componentes principais.
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Segundo componente (Y2)

Programa SAS para obtencdo dos componentes principais
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